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RYCHLEWSKI, J.
O szacowaniu Anizotropii

1. W fizyce osrodkow ciaglych, fizyce krysztatow 1 pokrewnych dziedzinach
wlasciwosci badanych obiektow sa opisywane za pomoca tensoréw Euklidesowych réznego
rzedu (patrz np. [1-4], itp.). Symetria i asymetria opisywanych wiasciwosci fizycznych
manifestuje si¢ poprzez zmiang tych tensoréw na skutek poddawania ich obrotom w
pierwotnej przestrzeni fizycznej. Jesli tensor nie zmienia si¢ przy dowolnym obrocie, to
nazywa si¢ go izotropowym (przy nieparzystym rzedzie hemitropowym). W przeciwnym
razie tensor jest anizotropowy.

Im wyzszy jest rzad tensora, tym bardziej skomplikowany jest opis jego anizotropii, tzn.
jego zmiany przy obrotach. W przypadku niektorych probleméw praktycznych przydatna
jest znajomos$¢ pewnych catosciowych numerycznych Kkryteriow anizotropii, za pomoca
ktorych tensory mozna porownac¢ — nawet jesli tylko wstgpnie i z grubsza, jednak w prosty
sposob — a nastgpnie uporzadkowaé wedlug ich stopnia anizotropii. Szacunki tego rodzaju
moga na przyktad by¢ uzyte, jako parametry w rownaniach konstytutywnych mediow o
zadanej lub zaleznej od procesu anizotropii. W pracy [5] szacunki takie zostaty dokonane
dla zbadania anizotropii wtasnosci dielektrycznych i sprezystych.

Proponujemy tutaj kilka catkiem naturalnych sposoboéw szacowania anizotropii tensoréw
dowolnego rzedu. Wynikaja one z dobrze znanych konstrukcji geometrycznych.

2. Rozwazana jest przestrzen tensorow euklidesowych rzedu (walencji) p
T,=E®..®E (p-razy), (2.1)

gdzie E oznacza elementarng trojwymiarowa Euklidesowa przestrzen wektorowa. Grupe
obrotow w E o0znaczamy symbolem R . Jak zwykle obroty sa utozsamiane z tensorami
ortogonalnymi drugiego rzedu R . Obrot R przeksztalca wektor a € E w wektor Rae E |
przy czym zachowana jest liniowo$¢ i iloczyn skalarny wektorow, tj. (Ra)(Rb)=ab dla

kazdego a,be E, ReR.Grupa R dziataw T,
AeT, > R*AeT, (2.2)
przy czym liniowy operator R* dziata na poddawany mu tensor zgodnie ze wzorem,
R+*(q®..®a,)=Ra®..®Ra,, (2.3)
Stad wynika tozsamo$¢ R, * (R, * A) = (RR,) * A dla wszystkich R, R,e R, AeT_ tj.

R — R=* jest Reprezentacjq grupy R w 3° -wymiarowej przestrzeni liniowej
Forma biliniowa
(A,B)«< A-B, (2.4)

zdefiniowana dla tensorow na ktorych dziata zgodnie ze wzorem
(a®..®a,) (0®..0b)=(ab)®..®(,b,), (2.5)
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jest dobrze okreslonym iloczynem skalarnym w T, . Generuje ona norme i odlegtos¢

| Al=(A-A)", p(A B)=|A-B], (2.6)

lloczyn skalarny (2.4), i tym samym takze norma i odleglos¢ sa niezmiennicze
wzgledem dowolnego obrotu, tj.

(R*A)-(R¥B)=A-B, |R*A[A|
p(R* A R#B)=p(A B) }

dla wszystkich A,BeT,, ReR.

, (2.7)

W T, dziata jeszcze jedna grupa, grupa X, permutacji p pierwszych liczb naturalnych,
oceEX,:
AeT, >oxAeT,. (2.8)

Woprowadzony tutaj operator liniowy o x dziala na poddawane mu tensory zgodnie ze
wzorem,

ox(a,®..®a)=a,,,®..®a,,. (2.9)

3. Przejdzmy do rzeczy. Jak stwierdzono tensor A nazywany jest izotropowym (dla
p =2n+1 hemitropowym), jesli
R* A= A dla jakikolwiek Re R, (3.1)
I odwrotnie, jesli
R* A= A przynajmniej dla jednego Re R, (3.2)
wtedy A nazywany jest si¢ to tensorem anizotropowym.
Proponujemy nastepujacy opis tensorow anizotropowych. Zbioér wszystkich
izotropowych tensoréw rzgdu P tworzy pewna liniowa podprzestrzen J, w przestrzeni T,

. Wymiar dim J, jest znany dla wszystkich p [6]; nalezy zauwazy¢, ze dim J, =1 dla
wszystkich p>1.Bazaw J,, sktada zbudowana jest z tensoréw postaci

ox(1®..81), ceX,, (3.3)
gdzie 1 €T, oznacza tensor jednostkowy, zas baza w J,,, sktada si¢ z tensoréw postaci,

ocx(E®1®..®1), o€, ., (3.4)

gdzie E €T, oznacza tensor Ricci'ego [7].

Prostopadte dopetnienie przestrzeni tensorow izotropowych J, w T, oznaczamy przez

A

p )
T,=J,8A4, J,LA,. (3.5)
Obie podprzestrzenie tej sumy prostej sa podprzestrzeniami tensorowymi, tj. sa

niezmiennicze wzgledem wszystkich obrotow. Odpowiedni (jawny) rozklad tensora
zapisujemy w postaci
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A=AT+AY ATel, AteA, (3.6)
gdzie
A7 AL =0, |A]PF AT |2+ A*) (3.7)
Sktadowa A7 nazywamy izotropowq czesciq tensora A. Tensor jest anizotropowy
wtedy i tylko wtedy, gdy jego czes¢ anizotropowa jest rozna od zera, tj. gdy A* #0.
Zgodnie ze znana graniczna wlasnosciag projekcji ortogonalnej A — A7 | izotropowa
cze$¢ tensora A7 jest najblizszym izotropowym tensorem w otoczeniu tensora A |

p(A, A7) =min p(A, X), (3.8)

To twierdzenie ma nastepujace znaczenie fizyczne: A7 jest izotropowym sqsiedztwem
tensora A.

Jesli 1, 1,,..., 1, (m=dim J) jestbaza w J,, wtedy jest
A7 =al +a,l, +..+a.l,, (3.9)

przy czym wspotczynniki wyznacza si¢ z uktadu rownan

m

> (- L)a =A 1, (3.10)

k=1
Poprzez rozwiazanie tego uktadu otrzymujemy A7, a nastepnie takze
At=A-A7, (3.11)
Nalezy zauwazy¢, ze norma czg$ci anizotropowej tensora jest takze jego odlegtoscia od
T,
| At = p(A A7), (3.12)
Rozpatrzymy pierwsze cztery rzedy p=12,3,4 .
p=1:dim 7, =0, tzn. jedynym wektorem izotropowym jest 0 i dlatego

a=a* dlakazdego a€T,. (3.13)

p=2:dim J,6=1, bazg dla J, stanowi tensor jednostkowy 1, a zatem dla kazdego

@ €T,, obowiazuje relacja @” =al.Jest 1-1=3 i w-1=tre, dostajemy wigc,
0’ =1(tro)l, o*=0-i(tro)l, (3.14)

I w konsekwencji

12

o™ |= (0,05 — 30,0 (3.15)

Dla tensorow symetrycznych o;=w; rozkltad na o7 +e” jest znany, czes¢

anizotropowa tensoréw symetrycznych drugiego rzedu stanowi ich dewiator. Dlatego jest,

|0* EN3[(0, - 0,)" + (0, — 0,) + (0, - 0,)*T"?. (3.16)
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gdzie w,, w,, @, , oznaczaja wartosci wlasne @.

p=3:dim J,=1, bazg J, generuje tensor E. W zwiazku z tym jest A =aE, i

poniewaz E-E =6 wigc mamy
A7 =1(A-E)E, A*=A-1(A-E)E. (3.17)
Wynika z tego, ze
| A* = [AijkAijk _%(gijkAijk)z]llza (3.18)
gdzie &, oznacza tensor Ricci'ego.

p=4:dim J, =3, Baze J, generuja na przyklad tensory

=K, IL=3(L+M), L=3(L-M),, (3.19)
gdzie
Kijkl = 5ij§kl’ Lijkl = §ik5jl’ Mijkl = é‘ilékj- (3.20)
Latwo jest udowodni¢ nastgpujace relacje:
9 3 0
(i-1,)={3 6 0 (3.21)
0 0 3
Postac
A7 =al, +a,l,+a,l,, (3.22)

otrzymuje si¢ z rozwiazania uktadu rownan (3.10), gdzie
a =%[4A-K-(A-L+A-M)],
a, =3%[3(A-L+A-M)-2A-K], (3.23)
a;=z[A-L-A-M].
Uzyte tu $lady tensora A wyrazaja sie nastepujaco
A-K=RAy, A-L=A =tr(A), A-M=Ay, (3.24)
Z (3.11), (3.13) wynik posta¢ A™.
Dla tensoréw A, ktére spetniaja dodatkowe warunki symetrii,
'Aﬁjkl = Ajikl = Aklij , (3.25)
(na przyktad tensor wilasnosci sprezystych cial hipersprezystych), obowiazuje zwiazek
A-L=A-M, tak wiec
At =A-al -a,l, (3.26)
gdzie
a,=x[2A-K-A-L], a,=%[3A-L-A-K]. (3.27)

Odpowiada to wynikom otrzymanym w pracy [5].
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4. Wielko$¢ (norma) A* moze byé wykorzystana jako naturalny wskaznik anizotropii.
To jest bardzo prosta, lecz jednak nieco zgrubna charakterystyka. Bardziej precyzyjna
charakterystyke¢ mozna uzyska¢ z rozwazenia orbity tensora.

Orbite tensora A€ T, wzgledem grupy obrotdéw R wyznaczamy, podobnie jak w teorii
grup transformacyjnych, jako zbior wszystkich tensorow, ktoére moga powsta¢ na skutek
obrotu A, tj. zbiér,

A/R={R* A|ReR}. 4.1)

Szczegbdtowy opis zbioru orbity w T, mozna znalez¢ w pracy [8]. Podsumowujemy tutaj
najwazniejsze wlasnosci geometryczne orbit tensorowych:

1) Dowolne dwie orbity A/R, B/'R sa réwnoodlegte, tj. dla dowolnego X € A/ R ,
Y € B/'R obowiazuje

min p(X, Z):szzp(Z’Y)' (4.2)

ZeB/R
2) Dowolna orbita A/R jest stalosrednicowa, tj. dla dowolnego punktu X e A/ R
obowiazuje

max p(X, Z) =const , (4.3)

ZeAIR

3) Orbita A/ R lezy na kuli, ktérej srodkiem jest izotropowa czesé tensora A7 | za$ jej
problem jest rowny | A* |.
Srednica orbity zdefiniowana jest nastepujaco

d(A)= max p(X,Y). (4.4)

X,YeAIR
Wiasnos¢ statosci $rednicy orbit prowadzi w konsekwencji do wygodnego wzoru
d(A) = max p(A R*A). (4.5)

Nalezy zwrdci¢ uwage na nastepujaca kwestig: Srednica orbity tensora A nie zalezy od
jego czesci izotropowej A7 . W rzeczywistosci odleglosé p(A, R* A) nie zalezy od A7 :

p(A R*A) = A-R* A= p(A*, R+ A%, (4.6)

Udowadniamy nastepujaca wazna Wtasno§é: Srednica orbity d(A) tensora A jest

stata. Rzeczywiscie, wezmy dwa dowolne tensory A, B. Przez S(X,a) oznaczamy

domknigta Kulg ze Srodkiem w X i promieniem a. Wprowadzamy odleglos¢ migdzy
orbitami nast¢pujaco:

r(A/R,B/IR)= XeA/rE,lpeB/R p(X,Y) . (4.7)
Rozwazamy nastepujace ,,pogrubienie” orbity A/ R
<AIR>= [J S(X,r(A/IR,BIR)). (4.8)
XeAIR

Poniewaz orbity A/ R, B/R sarownoodlegte zgodnie z (4.2), to cata orbita B/ R jest
zawartaw < A/R > (a $ci$lej: lezy na powierzchni tego obszaru). Wynika z tego
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d(A)-d(B)<2r(A/R,BI/R). (4.9)
Poprzez zamiang miejsc tensoréow A i B w tj dyskusji otrzymujemy
|d(A)—-d(B)|<2r(A/R,B/R)<2p(A B), (4.10)
i w konsekwencji
p(A,B)->0 = d(A)—d(B), (4.11)

co byto do okazania.
Wzo6r (4.5) mozna teraz zapisa¢ w nastepujacy sposob

_ A H A
d(A)=2|A |r237g<sm®(R,A ), (4.12)

gdzie

A% (Rx A*)

O(R,A*) = %arccos

5. Otrzymalismy dwie niezmiennicze, geometryczne charakterystyki zmienniczosci
tensora na skutek obrotow:
— Odlegto$¢ tensora A do najblizszego tensora izotropowego

| A% |= p(A A7), (5.1)
ktdra jest rOwna promieniowi najmniejszej kuli zawierajacej cata orbite A/ R ;
— $rednice jego orbity A/ R
d(A)=d(A*Y). (5.2)
Jako wstepne niezmiennicze oszacowania anizotropii dowolnego tensora AeT,
wskazujemy:
— norme czeéci anizotropowej A* tensora A

A% | A% |

E(A)E|A|:(| AA|2+|A.7|2)1/2; (5.3)
— stosunek $rednicy orbity d(A) do $rednicy najmniejszej kuli zawierajacej te orbitg
9(A) = 20:(/@ = maxcosO(R, A%). 54)
Oba niezmienniki sa ciggle (traktowane jako funkcje norm; przyp. A.Z.)
Oczywiscie jest
0<A(A) <1, (5.5)

przy czym dolna granica jest osiagana dla przestrzeni tensorow izotropowych 7, , za$ gorna
granica na jej ortogonalnym dopetnieniu A, . Oszacowanie A(A) zostalo zastosowane w
pracy [5] do tensora przenikalno$ci dielektrycznej (P =2) i tensora wlasnosci sprezystych
(p=4).

W odniesieniu do drugiego oszacowania dla dowolnego tensora A€ T, obowigzuje
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O0<a(p)<9(A)<1, (5.6)
gdzie a(p) jest funkcja rzeczywista argumentow catkowitych. Mamy
a)=1 a(2)=+3/2,.., (5.7)

Pierwsza warto$¢ jest oczywista, poniewaz dla p=1 jedynym tensorem izotropowym jest
tensor 0, zatem a* =a i $(a)=1 dla wszystkich a. Druga warto$¢ wyznaczono w pracy

[9].

6. Oczywiscie mozna stosowa¢ rozne kombinacje oszacowan A, 8. My proponujemy
nastgpujace
§(A)=AUA)HA) =d(A) (2| A]). (6.1)
Oszacowanie J(A) ma nastepujaca interpretacje geometryczna. Dla zbioru wszystkich
promieni przechodzacych przez orbite tensora A, tj. zbioru
K(A)={X eT,| X =xR*A dlajakiego§ X >0 ijakiegos§ Re R } (6.2)

wprowadzamy pojecie stozka orbitalnego tensora A.
Warto$¢ 6(A) wskazuje rozwarcie tego stozka.
Oczywiscie jest
0<o6(A)<1. (6.3)
Pokazemy, ze gorna granica w (6.3) jest faktycznie osiagalna. Dla p =2 bierzemy czyste
$cinanie, tj. tensor typu (6.3),
A=o=k(m®n+n®m), mn=0., (6.4)
Poprzez zastosowanie do m,n obrotu R o kat 7/2 wokot osi pionowej |
otrzymujemy Rm=n, Rn=—m i zgodnie z réwnaniem (2.3) R*@=-@. Dla p=2n
bierzemy
A=001®..®1, (6.5)
zasdla p=2n+1
A=a®1l®..®1, (6.6)

WSszystkie te tensory poddane obrotowi R, przeprowadzane sa w R*A=-A. Z
rownan (6.1), (4.5) otrzymujemy 6(A) =1.

7. Na koniec nalezy zauwazy¢, ze niezmienniki 4,8 sa najprostszymi
charakterystykami geometrycznymi orbity. Inne jej charakterystyki geometryczne mozna
zaproponowa¢ w postaci 3-wymiarowej rozmaitosci w 3" -wymiarowej przestrzeni T, .

Wymaga to jednak zupelnie innego podejScia, na przyktad takiego jak w [10].

8. Dodatek. Lista niezbednych i wystarczajacych korelacji do przetozenia wzoréw
wystepujacych w tej pracy z zapisu absolutnego do klasycznego zapisu indeksowego:
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n, o, A < n,oA
1, E < G &
R < Ry,
R*A K Riaij"'chAab...c’
ab < ah,
a®b®..®h <« ab,..h,
RR, < RyiRaio
A-B A Ai...jBi...j’
A®B < A By
Ra < Rja,;.
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