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Resumo

Este texto é estritamente didatico e ndo tem qualquer pretensao de apresentar
novidade cientifica. Seu propdsito é servir como material de apoio para aulas de Teoria de
Controle, organizando defini¢oes e resultados classicos sobre a relagdo entre autovalores
de uma realizagdo em espago de estados e polos/zeros da matriz de transferéncia. Em
particular, demonstra-se que os polos finitos de G(s) (definidos de maneira invariante,
no caso MIMO — multiple-input multiple-output — via Smith—-McMillan) satisfazem
sempre a inclusao

{polos finitos de G} C spec(A),

e apresenta-se um contraexemplo onde a inclusao é estrita, evidenciando que autovalores
podem existir sem aparecer como polos na relagdo entrada—saida. Como complemento,
incluem-se a matriz de Rosenbrock e a nocao de zeros invariantes para organizar a
discussao de cancelamentos polo—zero, bem como a condi¢ao classica de minimalidade
sob a qual ocorre igualdade.

Enunciado do problema

Considere um sistema linear invariante no tempo (SLIT) continuo finito-dimensional em
espaco de estados:

x(t) = Ax(t) + Bu(¢),
y(t) = Cx(t) + Du(t),

com x(t) € R", u(t) € R™, y(t) € RP. A matriz de transferéncia associada é

G(s) =C(sI— A)"'B+D.

A tese a ser estabelecida é:

Os polos finitos de G(s) pertencem sempre a spec(A); porém pode haver autovalores
de A que nao aparecem como polos de G(s), isto é, os polos formam um subconjunto
(em geral préprio) de spec(A).



2 Funcoes racionais, polos e autovalores

2.1 Funcgoes racionais e polos (caso escalar)

Definigao 1 (Fungéo racional e polos). Uma fungao f : C — C é racional se f(s) = Zég com
n,d € C[s|, d 2 0. Um ponto sq € C é polo de f se f nao é analitica em s e existe k € N tal
que (s — s)* f(s) é analitica e ndo nula em sy. Equivalente: em forma irredutivel (coprima),
polos sao raizes de d(s) com multiplicidades. [2,3]

Observagao 1 (Escopo: polos finitos e fungoes préprias). Nesta nota, “polo” refere-se a polo
finito. Para fungoes de transferéncia impréprias podem existir polos no infinito; ver [2,3,6].
Assume-se G(s) propria no sentido usual para evitar discussoes de estrutura em oo.

2.2 Matrizes racionais, singularidades e posto normal

Defini¢ao 2 (Matriz racional). Uma matriz G(s) € C(s)P*™ é uma matriz cujas entradas
sao fungdes racionais em s.

Definicao 3 (Posto normal). O posto normal de G(s) é

nrank G = max rank G(s),
seC\P
onde P é o conjunto discreto de polos finitos de G(s) (pontos onde alguma entrada diverge) e
o méaximo é atingido para quase todo s (isto é, exceto em um conjunto discreto onde ocorrem
perdas de posto). [2,3]

Observagao 2 (Singularidades de matriz racional). Uma matriz racional pode ter singulari-
dades finitas (pontos onde alguma entrada tem polo) e também pontos de perda de posto. Os
conceitos invariantes de polos e zeros em MIMO devem capturar essas estruturas de modo
independente de fatoracdes nao-tnicas; por isso introduz-se Smith-McMillan e, para zeros
invariantes, Rosenbrock. [2,3,5,11]

2.3 Autovalores e polinébmio caracteristico

Definigao 4 (Autovalores). Um escalar A € C é autovalor de A € R"*" se existe v # 0 tal
que Av = \v. Equivalente: A é raiz do polinémio caracteristico xa(s) = det(sI — A). [7]

3 Polos em MIMO

Nesta secao, “MIMO?” significa multiple-input multiple-output; analogamente, “SISO” significa
single-input single-output. A motivacao para introduzir Smith—McMillan é que, em MIMO,
polos nao devem ser definidos “entrada a entrada”, mas de maneira invariante. [2,3,11]

Defini¢ao 5 (Matriz unimodular). Uma matriz polinomial quadrada U(s) é unimodular se
det U(s) é uma constante nao nula. Nesse caso, U(s) é inversivel sobre C[s] e U(s)~! também
é polinomial. [2,3]



Lema 1 (Unimodulares nao criam polos finitos). Se U(s) é unimodular e H(s) é uma matriz
racional, entao U(s)H(s) e H(s)U(s) tém exatamente os mesmos polos finitos de H(s).

Demonstragio. Como U(s) e U(s)™! sdo polinomiais, suas entradas sao analiticas em todo s €
C e nao possuem polos finitos. Logo, multiplicar por U(s) ndo pode introduzir singularidades
finitas; e como H(s) = U(s) !(U(s)H(s)), também nao pode remové-las. O mesmo vale &
direita. O

Defini¢ao 6 (Forma de Smith-McMillan). Seja G(s) € C(s)?*™ com posto normal r =
nrank G. Existem unimodulares U(s), V(s) tais que

U(s) G(s) V(s) = diag(Zigz; . 28 0,... ,o) , (4)

onde n; e d; sdo coprimos e d;1 | d; (isto é, d, | d—1 | -+ | dv). [2,3,12]

Definigao 7 (Polos e zeros (McMillan)). As raizes dos polinémios d;(s) em (4) (com multi-
plicidades) definem os polos finitos de G(s). As raizes dos n;(s) definem os zeros finitos
(estrutura de McMillan) de G(s). [2,3,6]

Observagao 3 (Invaridncia). A estrutura de polos e zeros definida por (4) é invariante porque
(i) unimodulares nao introduzem polos finitos (Lema anterior) e (ii) os pares (n;, d;) sdo tomados
coprimos, isto é, cancelamentos internos sdo removidos na representagao canonica. [2,3,11]

4 Teorema central

4.1 Lema do resolvente

Lema 2 (Resolvente via adjunta). Para s € C tal que det(sI — A) # 0, vale

adj(sI — A)

(sT—A)" = det(sI — A) (5)

Demonstragio. Segue da identidade M~ = adj(M)/ det(M) para M inversivel. [7] O

4.2 Prova da inclusao

Teorema 1 (Inclusdo fundamental: polos C autovalores). Considere o sistema (1)—(2) e
G(s) dado por (3). Entdo todo polo finito de G(s) pertence a spec(A):

{polos finitos de G} C spec(A). (6)

Demonstragio. Pelo Lema (5), para s com det(sI — A) # 0,

C adj(sI— A)B

G(s)=C(sI-A)"B+D= det(sI — A)

+ D.

O termo D é constante, logo nao introduz polos finitos.



A matriz adj(sI — A) tem entradas polinomiais em s (grau no méximo n — 1). Portanto,
cada entrada de C adj(sI — A) B ¢é um polinémio em s. Conclui-se que cada entrada g;;(s)
de G(s) é racional e que seus possiveis polos finitos estao contidos no conjunto de raizes de
det(sI — A).

Como as raizes de det(sI — A) sdo precisamente os autovalores de A, toda singularidade
finita de G(s) s6 pode ocorrer em spec(A). Por definigdo, os polos finitos (no sentido
invariante de Smith—-McMillan) sdo singularidades finitas que persistem apds quaisquer pré/pds-
multiplicagoes unimodulares e ap6s remover cancelamentos na forma canonica; pelo Lema
“unimodulares nao criam polos finitos”, nao surgem polos fora do conjunto de singularidades
finitas j& presentes em G(s). Logo, os polos finitos de G(s) pertencem a spec(A). O

Observagao 4 (O que o Teorema 1 nao afirma). A inclusdo (6) ndo implica que todo
autovalor de A seja polo de G(s). A inclusdo pode ser estrita; os mecanismos tipicos sao
(i) dindmicas internas nao excitadas e/ou nao observadas e (ii) cancelamentos polo—zero (no
sentido entrada—saida). Ambos sdo formalizados em seguida. [8,9]

5 Mecanismos de nao-minimalidade e cancelamentos
polo—zero

5.1 Controlabilidade, observabilidade e minimalidade

Definigao 8 (Controlabilidade e observabilidade). O par (A, B) é controlavel se a matriz
C=[B AB .- A"'B]
tem posto n. O par (C, A) é observavel se a matriz
C
CA
O =
CAn—l
tem posto n. [1,3]

Definigao 9 (Realizagdo minima e grau de McMillan). Uma realizacao (1)—(2) de G(s)
¢ minima se é controlavel e observavel. Equivalentemente, sua ordem é igual ao grau de
McMillan de G(s) (soma das ordens dos polos na forma de Smith-McMillan). [2-4]

Proposigao 1 (Igualdade em realizagoes minimas (fato classico)). Se (1)—(2) € uma realizag¢do
minima de G(s), entao (com multiplicidades de McMillan)

{polos finitos de G} = spec(A).

Em contrapartida, se a realiza¢dio nao é minima, pode ocorrer inclusao estrita. [2, 3, 6]



5.2 Zeros invariantes e matriz de Rosenbrock

Defini¢ao 10 (Matriz de Rosenbrock (matriz de sistema)). Define-se a matriz

R(s) lSI(—jA —];3

Definicao 11 (Zeros invariantes). Seja nrank R o posto normal de R(s). Um ponto so € C
é um zero invariante (ou zero de transmissao) se ocorre perda de posto [2,3,5]:

c C(S)(n-l-p)x(n—l—m). (7)

rank R(sp) < nrank R. (8)

Observacao 5 (Relagdo com Smith-McMillan). Sob hipéteses padrao (em particular, para
realiza¢oes minimas), os zeros invariantes definidos por (8) coincidem com os zeros finitos da
forma de Smith-McMillan de G(s). [2,3,5,6]

Proposigao 2 (Cancelamento polo—zero em termos invariantes (descri¢ao)). Um cancelamento
polo—zero na descricao entrada—saida equivale, na forma de Smith—McMillan, ao fato de que
uma determinada realizacao pode produzir expressoes intermedidrias onde numeradores e deno-
minadores possuem fatores comuns, enquanto a forma (4) remove tais fatores (coprimeness).
Em sistemas SISO, isso se reduz ao cancelamento de fatores comuns entre o numerador e o
denominador de G(s) na passagem para a forma irredutivel (coprima); em MIMO, a forma
(4) € a maneira candnica de eliminar esses cancelamentos. A caracteriza¢io (8) fornece um
critério invariante para zeros finitos e, portanto, para a discussdo de cancelamentos associados
d estrutura de realizagio. [2,3,5,10,11]

6 Exemplos

6.1 Exemplo 1: autovalor que nao é polo (modo invisivel)

Exemplo 1. Considere

0 -2 0
Entao
(sT—A)'= " ], G(s)=C(sI-A)"'B = .
0 —= s+1
s+2
Logo,

spec(A) = {—1, -2}, {polos de G} = {—1},
de modo que {polos de G} C spec(A) com inclusdo estrita.

Observacao 6. O autovalor —2 corresponde a uma dindmica nao excitada pela entrada
(subespago nao-controldvel associado) e nao observada na saida (subespago nao-observavel
associado), portanto ndo aparece na relacao entrada—saida. [2, 3, §]



6.2 Exemplo 2: cancelamento polo—zero e zero invariante (SISO)

Exemplo 2. Considere a realizagao SISO (m =p = 1) com

A:[_l 1], B:H, c=[i 1], D=0

0 -2 1
Como 1 1
aeas [ ) e[ T,
s+2
tem-se
141 _ s43
(SI—A)_IB _ s+1 (s+1)(s+2)] _ [(s+1)(s+2)] .
2 2
Logo,
G(s)=C(sI-A)"'B
1 5+ 3 +1 1
T 2(s+1)(s+2)  2s+2
_1 543 +} s+1
S 2(s+1)(s+2)  2(s+1)(s+2)
. s+42
C(s+1)(s+2)
- 1
s+ 1

Assim, spec(A) = {—1, —2}, mas G(s) possui apenas o polo —1; o fator (s + 2) cancela na
passagem para a forma irredutivel.

Além disso, o ponto so = —2 nao é um zero finito de G(s) (pois G(s) = =5

como cancelamento polo—zero: em uma representagdo nao coprima surge um fator (s + 2) no
numerador que cancela com o denominador (singularidade removivel). Para esta realizagao

), mas aparece

(ndo minima), sy = —2 aparece como zero invariante via Rosenbrock. De fato, a matriz de

Rosenbrock é
s+1 -1 -1

R(s)=| 0 s+2 —1
: 3z O

Pode-se verificar que rank R(s) é maximal para quase todo s, mas ocorre perda de posto em
s = —2, caracterizando —2 como zero invariante (no sentido (8)). [3,5,10]

Observacao 7. O Exemplo 1 mostra inclusdo estrita sem necessidade de um “zero correspon-
dente” em G(s): a dindmica pode simplesmente nao estar presente no mapa entrada—saida. O
Exemplo 2 evidencia o mecanismo classico de cancelamento polo—zero, no qual um autovalor
aparece como fator em det(sI — A), mas nao persiste como polo da matriz de transferéncia
ap6s remogao de fatores comuns. [8,9]

7 Conclusao

Demonstrou-se que, para um SLIT com realizagao (1)—(2), todo polo finito da matriz de trans-
feréncia G(s) pertence a spec(A) (Teorema 1). Em seguida, exemplos explicitos mostraram
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que a inclusao pode ser estrita: autovalores podem nao aparecer como polos por invisibilidade
entrada—saida ou por cancelamentos polo—zero. Por fim, a matriz de Rosenbrock e a definicao
de zeros invariantes via perda de posto foram incluidas como ferramenta conceitual e técnica
para caracterizar zeros de transmissao e organizar a discussao de cancelamentos em sistemas

MIMO.
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